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ВСТУП 
 
Методичні вказівки мають на меті допомогти студентам засвоїти 
теоретичний матеріал та знайти підходи до розв’язання типових задач та 
завдань підвищеної складності з теми "Механічні коливання та хвилі". 
Широкий за рівнем та тематикою спектр задач дозволяє 
використовувати їх студентами усіх спеціальностей та усіх форм навчання. 
 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 
Коливаннями або коливальними рухами називають такі види 
механічного руху чи зміни стану системи, які періодично повторюються з 
часом. 
Механічні коливання – періодичне переміщення тіла то в один, то в 
другий бік відносно положення рівноваги. 
Механічна система, в якій одне або декілька тіл можуть 
здійснювати коливальні рухи, називають коливальною системою або 
осцилятором. 
Коливання, які відбуваються лише під дією внутрішніх сил, 
називають вільними. Щоб система виконувала ці коливання, треба вивести 
тіло з положення рівноваги, тобто надати коливальній системі енергію.   
Вільні коливання поділяються на незгасаючі (у відсутності сил 
тертя) та згасаючі (у середовищі з опором).  
Коливання під дією зовнішньої сили, що періодично змінюється, 
називають вимушеними.  
Коливання називають періодичними, якщо значення фізичних 
величин, які змінюються в процесі коливань, повторюються через однакові 
проміжки часу.  
Найпростішим прикладом періодичних коливань є гармонічні 
коливання (рис. 3.1, а), під час яких фізична величина змінюється з плином 
часу за законом  
0
2
cos( ) cosx A t A t
T

  
 
    
 
,   (3.1) 
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де x – зміщення від положення рівноваги точки, що коливається; 
t – час; A, 
0 , T,   – відповідно, амплітуда, власна циклічна (кругова, 
кутова) частота, період та початкова фаза коливань; 
0( )t   – фаза 
коливань в момент t.  
Рівняння руху матеріальної точки, що відбувається під дією 
пружної або квазіпружної (такої, що не є 
пружною по природі, але яка залежить прямо 
пропорційно від зміщення) сили ma kx . 
Після перетворень видно, що це є 
диференціальне рівняння другого ступеня 
2
2
0
d x
m kx
dt
  ,  (3.2) 
2
0 0x x  ,  (3.3) 
де власна частота 0  може бути виражена 
через масу тіла m та коефіцієнт пружності k. 
0
k
m
  .  (3.4) 
 
Швидкість та прискорення точки 
(рис. 3.1, б, в), що виконує гармонічні 
коливання: 
0 0sin( )v x A t      , (3.5) 
2 2
0 0 0cos( )a x A t х         .     (3.6) 
Сила, що діє на тіло, яке коливається 
2
0 0
2
max 0 0
cos( )
cos( ) .
F ma mx mA t
F t m x kx
  
  
     
      

  (3.7) 
Під час гармонічних коливань відбуваються взаємні перетворення 
кінетичної та потенціальної енергій: 
2 2 22
0 0
пот
cos ( )
2 2
m A tkx
W
  
  ,  (3.8) 
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2 2 2 22 2
0 0
кін
sin ( )
2 2 2
m A tmv mx
W
  
  

. (3.9) 
Повна енергія гармонічного осцилятора 
2 2
0
пов кін пот
2
m A
W W W

   .   (3.10) 
Математичний маятник – матеріальна точка, підвішена на 
невагомій і нерозтяжній нитці завдовжки l (рис. 3.2, а). Його циклічна 
частота та період коливань: 
2
0 g l  ,    (3.11) 
2
l
T
g
 .    (3.12) 
 
Циклічна частота та період пружинного маятника (рис. 3.2, б) 
масою m, закріпленого на пружині з коефіцієнтом пружності k: 
2
0 k m  ,    (3.13) 
2
m
T
k
 .    (3.14) 
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Фізичний маятник (рис. 3.2, в) – тіло маси m, що коливається 
відносно точки О, яка лежить на відстані l від його центру мас, має 
циклічну частоту та період: 
2
0
mgl
I
  ,    (3.15) 
2
I
T
mgl
 ,    (3.16) 
де I – момент інерції маятника відносно точки підвісу.  
Зведена довжина фізичного маятника L – це довжина такого 
математичного маятника, період коливань якого збігається із періодом 
даного фізичного маятника: 
I
L
ml
 .    (3.17) 
При додаванні двох коливань одного напряму (рис. 3.3) та 
однакової частоти, що задані рівняннями 1 1 0 1cos( )x A t    та 
2 2 0 2cos( )x A t   , результуюче коливання 0cos( )x A t    має 
амплітуду  
2 2
1 2 1 2 2 12 cos( )A A A A A      ,  (3.18) 
а його початкова фаза знаходиться з виразу 
1 1 2 2
1 1 2 2
sin sin
cos cos
A A
tg
A A
 

 



.   (3.19) 
При додаванні двох взаємно перпендикулярних коливань з різницею фаз    
0
0
cos
cos( ),
x A t
y B t

 


 
 
рух відбувається вздовж еліптичної траєкторії (рис. 3.4, а), рівняння якої  
2 2
2
2 2
2
cos sin
x y xy
A B AB
    .  (3.20) 
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У залежності від різниці фаз   можливі наступні окремі випадки: 
1) 0  . Результуючий рух відбувається вздовж прямої 1 (рис. 3.4, б), 
рівняння якої  
( )y B A x ,                                              (3.21) 
з частотою 0  та амплітудою 
2 2A B . 
2)   . Результуючий рух відбувається вздовж прямої 2 (рис. 3.4, б), 
рівняння якої  
( )y B A x  ,                                            (3.22) 
з частотою 0  та амплітудою 
2 2A B . 
3) 2   . Траєкторія результуючого руху – еліпс, зведений до 
головних осей (крива 3 на рис. 3.4, в), рівняння якого має вигляд: 
2 2
2 2
1
x y
A B
  .    (3.23) 
Піввісі еліпсу дорівнюють відповідним амплітудам коливань А та В. При 
А = В еліпс вироджується в коло (крива 3  на рис. рис. 3.4, в). 
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 Рівняння руху тіла в системі, 
де діє сила тертя (опору) тeрF rv  , 
має вигляд    
mx kx rx   ,  (3.24) 
2
02 0x x x     , (3.25) 
де r  – коефіцієнт опору, а 
коефіцієнт згасання  
2r m  .  (3.26) 
Рішення цього диференціального 
рівняння – рівняння загасаючих 
коливань  
0 cos( )
tx A e t    ,   (3.27) 
де частота згасаючих коливань 
2 2
0    .  (3.28) 
 
Графік залежності зміщення 
точки, що здійснює згасаючі 
коливання, з часом наведено на 
рис. 3.5. З нього видно, що зміщення 
точки змінюється з плином часу згідно з гармонічним законом 
( ( ) ~ cosx t t ), а амплітуда згасаючих коливань – згідно з 
експоненціальним законом ( ( ) ~
tA t e  ). 
 
Декремент згасання коливань – 
відношення амплітуд згасаючих 
коливань, узятих через період: 
0
( )
0
( )
( )
t
T
t T
A eA t
D e
A t T A e




 
  

. (3.29) 
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Логарифмічний декремент згасання 
ln D T   .   (3.30)  
Добротність  
Q


 .    (3.31) 
Час релаксації   – час, за який амплітуда згасаючих коливань 
зменшується в 2,7e   разів: 
1


 .    (3.32) 
Кількість коливань за час релаксації  
1
e
Q
N
 
  .   (3.33) 
Якщо коливання системи здійснюються під зовнішнім впливом, 
що змінюється періодично, вони називаються вимушеними: 
2
0 02 ( )cosx x x F m t      ,  (3.34) 
рішення якого є рівняння вимушених коливань 
0
2 22 2 2 2 2
00
2
cos( )
( ) 4
F m
x t arctg


    
 
 
. (3.35) 
Явище різкого зростання 
амплітуди вимушених коливань у разі 
наближення частоти зовнішньої 
періодичної сили до частоти вільних 
коливань системи називають 
резонансом. Резонансна крива (рис. 3.6) 
тим гостріша, чим менші втрати енергії 
в системі, або чим менше коефіцієнт 
згасання коливань  . 
Амплітуда при резонансі та 
резонансна частота: 
0
2 2
02
рез
F m
A
  


, 
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2 2
0 2    .    (3.36) 
 
Хвилею називають процес поширення коливань у просторі з часом.  
Механічна хвиля – це процес поширення механічних коливань у 
пружному середовищі. 
Якщо джерело хвиль знаходиться в пружному середовищі, що 
займає досить велику частину простору, тобто в суцільному середовищі 
(твердому тілі, рідині або газі), всі точки якого між собою пружно зв'язані, 
то збудження коливань частинок біля джерела зумовлює вимушені 
коливання сусідніх частинок, ті, в свою чергу, збуджують коливання 
наступних тощо. 
Якщо частинки пружного середовища коливаються в площині, 
перпендикулярній до напряму поширення хвилі, то таку хвилю називають 
поперечною. Ця хвиля може поширюватися в твердих тілах або на поверхні 
рідин.  
Якщо частинки середовища коливаються в тій самій площині, в 
якій поширюється і сама хвиля, то хвилю називають поздовжньою. Така 
хвиля поширюється в твердих тілах, рідинах і газах. 
Геометричне місце точок середовища, до яких дійшов хвильовий 
процес у даний момент часу, називається фронтом хвилі.  
Хвильовою поверхнею є геометричне місце точок, що коливаються 
в однаковій фазі.  
Хвильових поверхонь багато, а хвильовий фронт тільки один. 
Періодом T хвилі є період коливань точок середовища під дією цієї 
хвилі.  
Частотою  хвилі називають величину, обернену періоду, яка 
дорівнює кількості коливань, здійснених за 1 с. 
В однорідному середовищі хвиля поширюється рівномірно і 
прямолінійно. Швидкість поширення коливань v у просторі називають 
швидкістю хвилі.    
Найкоротша відстань між точками хвилі, які коливаються в 
однакових фазах, називають довжиною хвилі . Довжина хвилі дорівнює 
відстані, яку пробігає хвиля за один період коливань  
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vT v   .    (3.37) 
Рівняння плоскої біжучої хвилі: 
( , ) cos( )r t A t kr    
 
,   (3.38) 
де ( , )r t

 – зміщення точки, що коливається; 2 T   – 
циклічна частота; k

 – хвильовий вектор, модуль якого хвильове число 
2k   , а напрям перпендикулярний хвильовій поверхні. 
Рівняння хвилі, що розповсюджується вздовж осі x: 
2 2
( , ) cos( )x t A t x
T
 
 

   .  (3.39) 
Хвильове рівняння, рішенням якого є рівняння хвилі (3.38), є 
диференціальне рівняння  
2
2 2
1
v t



 

,    (3.40) 
де 
2 2 2
2 2 2x y z
  

  
   
  
 – оператор Лапласа. 
Для одномірного випадку – хвилі, що розповсюджується вздовж 
осі x, це рівняння має вигляд 
2 2
2 2 2
1
x v t
  

 
.    (3.41) 
Різниця фаз   коливань двох точок, що відстоюють від джерела 
коливань на 1x  та 2x , відповідно: 
2
x



   ,    (3.42) 
де 2 1x x x    – різниця ходу двох хвиль.  
Потік енергії – це енергія, що переноситься хвилею через деяку 
поверхню в одиницю часу. 
Густина потоку енергії – кількість енергії  W , що 
переноситься хвилею в середньому за одиницю часу  t  через одиничну 
площинку  S , перпендикулярну напряму розповсюдження хвилі 
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W
I wv
S t

 

,   (3.43) 
де w  – густина енергії – середня енергія частинок, що містяться в 
об’ємі. 
Вектор Умова – вектор, що спрямований перпендикулярно фронту 
хвилі у напрямку розповсюдження енергії, модуль якого рівний густині 
потоку енергії: 
j wv
 
.     (3.44) 
Густина енергії – енергія одиниці об’єму: 
2 2 2 2
2 2
W m A A
w n
V
 
   ,   (3.45) 
де n – кількість частинок маси m в одиниці об’єму, 
m
mn
V
    – 
густина середовища. 
Інтенсивність хвилі  
2 2
2
A
I j w v v

    .    (3.46) 
Ефект Доплера: у випадку руху джерела та приймача хвилі 
відносно середовища, в якому розповсюджується хвиля, частота , що 
сприймається приймачем, та частота 0 коливань джерела відрізняються 
пр
0
дж
v v
v v
 



,    (3.47) 
де v – швидкість хвиль у середовищі; прv  та джv  – швидкості руху 
приймача та джерела, відповідно. 
Стояча хвиля – коливальний процес, що виникає при суперпозиції 
двох зустрічних хвиль однакової амплітуди A та частоти  . Рівняння 
стоячої хвилі: 
2 cos2 cos
x
A t  

 ,   (3.48) 
де 2 cos2
x
A 

 – амплітуда стоячої хвилі.  
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Якщо в початку координат знаходиться пучність (рис. 3.7), то 
– координати пучностей стоячої хвилі:  
2
x
n 

  , ( 1,2,3...)n  ,  пучн
2
x n

  ,  (3.49) 
– координати вузлів стоячої хвилі: 
1
2 ( ) ,
2
x
n 

    ( 1,2,3...)n  , вуз
1
( )
2 2
x n

   . (3.50) 
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ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ 
 
Задача 1 
 
За яку частину періоду точка, що виконує гармонічні коливання за 
гармонічним законом, зміститься на половину амплітуди, якщо в 
початковий момент вона знаходилась в положенні рівноваги? 
 
Розв’язання  
 
 Точка здійснює коливання згідно з періодичним законом. Оберемо 
тригонометричну функцію та початкову фазу так, щоб виконувалася умова 
задачі щодо находження в початковий момент часу в положенні рівноваги, 
тобто при t = 0 зміщення х = 0. Цим умовам задовольняє функція виду 
2
sinx A t
T

 , 
Якщо зміщення стає рівним половині амплітуди, тобто 2x A , то, 
підставляючи х в рівняння коливань, одержимо 
2
sin
2
A
A t
T

 , 
звідки  
2 1
sin
2
t
T

 . 
Тоді 
2 1
arcsin
2 6
t
T
 
  . 
Шуканий час     
12
T
t  . 
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Задача 2 
 
Точка коливається за законом 
05cosx t  (м), де 0   2 с
–1
. 
Визначити прискорення точки в момент часу, коли її швидкість дорівнює 
8 м/с. 
 
Розв’язання 
 
Залежності швидкості та прискорення точки, що коливається, від 
часу задаються рівняннями (3.5) та (3.6 ): 
0 0sin( )v x A t      , 
2 2
0 0 0cos( )a x A t х          
З першого рівняння за умови 0   маємо   
0
0
sin
v
t
A


  , 
а за допомогою основного тригонометричного відношення виразимо   
2
2
0 0
0
cos 1 sin 1
v
t t
A
 

 
     
 
. 
Тоді прискорення  
2
2 2
0 0 0
0
cos 1
v
a A t A
A
  

 
      
 
. 
Після підстановки числових значень маємо 
2
2 85 2 1 12
5 2
a
 
      
 
м/с2. 
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Задача 3 
 
Максимальна швидкість точки, яка виконує гармонічні коливання, 
дорівнює 10 см/с, максимальне прискорення дорівнює 100 см/с2. Знайти 
циклічну частоту коливань, їх період та амплітуду. 
 
Розв’язання 
 
Запишемо рівняння коливань та вирази для швидкості та 
прискорення точки (3.1), (3.5), (3.6): 
0cos( )x A t   , 
0 max 0sin( ) sin( )v A t v t          , 
2
0 0 max 0cos( ) cos( )a A t a t          , 
звідки видно, що 
max
max
2
max
,
,
.
x A
v A
a A





 
 
 
Тоді, поділивши третє рівняння системи на друге, одержимо  
2
max 0
0
max 0
a A
v A



  . 
Звідки  
0 10  с
–1
. 
 
Тепер можна знайти період коливань та амплітуду:   
0
2
0,2 0,628T



   с, 
max
0
0,1
0,01
10
v
A

   м. 
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Задача 4 
  
Кулька висить на довгій нитці. Перший раз її піднімають 
вертикально до точки підвісу, другий раз відхиляють на кут 2 . В якому 
з цих випадків кулька швидше повернеться до положення рівноваги, якщо її 
відпустити? 
 
Розв’язання 
 
Якщо кульку відпустити біля точки підвісу, то вона буде вільно 
падати, тому залежність шляху, що пройдений, від часу задається 
рівнянням 
2
1
2
gt
h  , з якого знайдемо час t1 вільного падіння кульки з 
висоти h, що дорівнює довжині l нитки: 
1
2l
t
g
 . 
В другому випадку час t2 руху кульки від відхиленого положення 
до положення рівноваги знайдемо із рівняння гармонічного 
коливання (3.1): 
0sin( )x A t   . 
Оскільки в початковий момент часу маятник має максимальне 
відхилення від положення рівноваги, то / 2  . В положенні рівноваги 
x = 0. Тоді  
20 sin( / 2)A t   , 
2sin( / 2) 0t   ,  
звідки 2 / 2t    .  
Остаточно  
2
2 4
T
t


  . 
Для знаходження періоду коливань T, згадаємо, що кулька на 
нитці є математичним маятником, тому з (3.12):  
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2
l
T
g
 . 
Звідки час t2  
    2
4 4
T l
t
g

  . 
Поділивши вирази для t1 та t2, одержимо: 
1
2
2 2 / 2 2
0,9
/
l gt
t l g 
   . 
Отже, в першому випадку кулька швидше повернеться у початкове 
положення.  
 
 
Задача 5 
 
Точка бере участь одночасно у трьох гармонічних коливаннях 
одного напрямку, що задані рівняннями  1 3cos 5x t (см), 
2 3sin 5
6
x t


 
  
 
(см), 3 3sin 5
6
x t


 
  
 
(см). Визначити амплітуду 
A та початкову фазу  результуючого руху та записати його рівняння. 
 
Розв’язання 
 
Використаємо для розв’язання задачі метод векторних діаграм. 
Для цього необхідно, щоб усі рівняння були записані через однакові 
тригонометричні функції. Перетворимо перше рівняння: 
 1 3cos 5 3sin 5
2
x t

 
 
   
 
(см). 
Тепер побудуємо векторну діаграму, суворо дотримуючи масштаб 
та застосовуючи лінійку та транспортир (рис. 3.8). 
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Довжина вислідного вектора A, що виміряна за допомогою лінійки, 
складає 6 см. Початкова фаза результуючого коливання, що виміряна 
транспортиром, становить 300 або 6  радіан. 
 
Такі ж результати можна одержати аналітично, якщо додавати 
коливання по черзі. 
1) Знайдемо суму рівнянь 1 3sin 5
2
x


 
  
 
та 
2 3sin 5
6
x t


 
  
 
. 
Згідно з (3.18) амплітуда результуючого коливання  
2 2
рез1 1 2 1 2 2 12 cos( ) 9 9 2 9 cos 3 3
3
A A A A A

            см. 
Початкова фаза (3.19) 
1 1 2 2
рез1
1 1 2 2
3sin 3sin
sin sin 3 1 3 0,52 6tg 1,73
cos cos 3 0 3 0,866
3cos 3cos
2 6
A A
A A
 
 

  

   
   
   

. 
 рез1 arctg 1,73
3

   . 
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Коливання, що є результатом додавання перших двох коливань, має вигляд  
рез1 3 3cos 5
3
x t


 
  
 
. 
2) Тепер додамо одержаний результат до 3 3sin 5
6
x t


 
  
 
: 
2 2
рез2 рез1 3 рез1 3 рез1 32 cos( )
27 9 2 3 3 cos 6 см.
3 6
A A A A A A  
 
     
  
         
  
 
 
рез1 рез1 3 3
рез2
рез1 рез1 3 3
sin sin
tg tg
cos cos
3 3sin 3sin
3 3 0,866 3 0,53 6
0,577,
3 3 0,5 3 0,866
3 3 cos 3cos
3 6
A A
A A
 
 
 
 
 

  

 
        
    
  
 
 
 arctg 0,577
6

   . 
 
Рівняння результуючого коливання має вигляд 
6sin 5
6
x t


 
  
 
см. 
 
 
Задача 6 
 
Точка бере участь одночасно в двох взаємно перпендикулярних 
коливаннях, які задані рівняннями 2cos
3
x t

 (см) та sin
3
y t

 (см). 
Знайти рівняння траєкторії точки та побудувати її, вказавши напрямок 
руху. 
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Розв’язання  
 
Для того, щоб використати для розв’язання задачі формулу (3.20), 
перепишемо друге рівняння через функцію косинуса та одержимо: 
0
0
2cos ,
1cos .
2
x t
y t





  
  
 
. 
Звідси видно, що 
різниця фаз коливань, що 
додаються, складає 
2

    і 
це відповідає окремому 
випадку (3.23), коли рівняння 
траєкторії має вигляд   
2 2
2 2
1
x y
A B
  . 
Траєкторія руху – еліпс, зведений до головних осей (рис. 3.9), 
рівняння якого  
2 2
1.
4 1
x y
   
Для того, щоб вказати напрям руху точки, необхідно простежити, 
як змінюється її положення з плином часу. Для цього знайдемо координати 
точки для двох близьких моментів часу. Для того, щоб переконатися, що ці 
моменти розділяє невеликий проміжок часу, треба порівняти його з 
періодом коливань.   
Період результуючих коливань  
0
2 2
6 с.
/ 3
T
 
 
    
Тому моменти часу, що відрізняються на одну секунду, можна 
вважати достатньо близькими.   
При 0t   (точка 1): 1 2cos0 2x   ;  1 1cos
2
y
 
  
 
= 0. 
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При 1t  с (точка 2):  2 2cos 1
3
x

  ;  
2 1cos 1cos 0,86
3 2 6
y
     
       
   
. 
Отже, точка 1 має координати (2; 0), а точка 2 – (1; 0,86). Це 
означає,  що рух тіла відбувається проти часової стрілки. 
 
 
Задача 7  
 
Рівняння коливань матеріальної точки масою m = 10 г має вигляд 
5sin( )
5 4
x t
 
  , см. Знайти максимальну силу, яка діє на точку, та її 
повну енергію. 
 
Розв’язання  
 
Порівнявши вид рівняння коливань з умов задачі з загальним 
видом рівняння гармонічних коливань (3.1) 0sin( )x A t   , визначимо, 
що А = 510-2 м, 0 5   , 4  .  
Прискорення (3.6) точки, що коливається,  
2
0 0sin( )a x A t      . Тоді за другим законом Ньютона сила, яка діє 
на матеріальну точку:  
2
0 0sin( )F ma m A t      , 
звідки видно, що максимальне (амплітудне) значення сили 
2
max 0F m A . 
Повна енергія матеріальної точки складається з її кінетичної та 
потенціальної енергій:  
повн кін потW W W  , 
де      
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2 22
20
кін 0cos ( )
2 2
mAmv
W t

    , 
2 22 2
2 20
пот 0 0
0 0
sin ( )
2 2
x x
mAmA x
W Fdx m xdx t

          . 
 
Тоді повна енергія 
2 2 2 2 2 2
2 20 0 0
повн 0 0cos ( ) sin ( )
2 2 2
mA mA mA
W t t
  
        . 
 
Підставивши числові значення, одержимо: 
 
22 2 2 4
max 0 10 /5 5 10 2 10F m A 
         Н. 
 
2
2 2 22 2
60
повн
10 5 10
4,9 10
2 2 25
mA
W

 

 
   

 Дж. 
 
 
Задача 8 
 
Визначити відношення кінетичної енергії кінW  точки, що здійснює 
гармонічні коливання, до її потенціальної потW  енергії, якщо відома фаза 
коливань. 
 
Розв’язання 
 
 Якщо рівняння (3.1) гармонічних коливань точки  
0cos( )x A t   , 
то швидкість (3.5) точки 
0 0sin( )
dx
v A t
dt
      . 
Врахувавши це, запишемо вирази для кінетичної та потенціальної енергій 
точки, що коливається:  
 25 
2 22
20
кін 0sin ( )
2 2
mAmv
W t

    , 
2 22 2
2 20
пот 0 0
0 0
cos ( )
2 2
x x
mAmA x
W Fdx m xdx t

          . 
 
Їх відношення  
2
20кін
02
пот 0
sin ( )
( )
cos ( )
tW
tg t
W t
 
 
 

  

. 
 
 
Задача 9  
 
Ареометр масою m = 0,2 кг плаває в рідині. Якщо занурити його 
трохи глибше у рідину та відпустити, то він почне здійснювати 
коливання з періодом T = 3,4 с. Вважаючи коливання незгасаючими, 
знайти густину рідини, в якій плаває ареометр. Діаметр вертикальної 
циліндричної трубки ареометра d = 1 см. 
 
Розв’язання 
  
В стані рівноваги (рис. 3.10, а) 
центр мас ареометра (приладу для 
вимірювання густини рідини) знаходиться 
на глибині x0 від поверхні рідини, а сила 
тяжіння врівноважується  силою 
1 0F x Sg
 
:                        
0mg x Sg , 
де – густина рідини, а 
2 4S d  – площа поперечного перерізу 
ареометра. 
Якщо ареометр занурити в рідину так, що його центр мас 
заглибиться на (x0 + x), то сила, що виштовхує  
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2 0( )F Sg x x 

, 
збільшиться в порівнянні з силою mg (рис. 3.10, б). При цьому рівновага 
порушиться, а на ареометр буде діяти результуюча сила F

, яка направлена 
вгору:  
0( )F mg x x S g    . 
Розкриємо дужки та врахуємо те, що за умов рівноваги 
0mg x Sg : 
0F mg x S g xS g Sg x kx            , 
де k Sg  – коефіцієнт квазіпружної сили, тобто такої, що не є 
пружною по природі, але є такою, що змінюється пропорційно зміщенню 
від положення рівноваги x.  
Під дією цієї сили ареометр виконуватиме гармонічні коливання з 
періодом       
4
2 2
m m m
T
k Sg d g

 
 
   , 
 
звідки шукана густина рідини  
2 2
16 m
T d g

  . 
Зробивши розрахунки, одержимо 
 
2
2
16 0,2
890
3,4 10 9,8




 
 
 кг/м3. 
 
 
Задача 10 
 
В якості фізичного маятника використовується стрижень 
завдовжки 1 м, підвішений за  один з його кінців.  
1) Чому дорівнює період коливань стрижня?  
2) Знайдіть, на якій відстані від центру мас повинна бути точка 
підвісу, щоб частота коливань була максимальною? 
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Розв’язання 
 
1) Період коливань (3.16) фізичного маятника можна розрахувати 
за формулою 2
I
T
mgx
 , узявши до уваги те, що I – момент інерції 
стрижня відносно осі, що проходить через точку підвісу. Момент інерції 
відносно т. О (рис. 3.11, а) можна знайти за допомогою теореми Штейнера:  
22 2
2
0
12 2 3
ml l ml
I I mx m
 
     
 
. 
 
 
 
Тоді, враховуючи, що x=l/2, одержимо: 
2 2
2 2 2 1,63
3 ( 2) 3
I ml l
T
mgx mg l g
     

 с. 
 
2) Частота коливань фізичного маятника  
2 mgx
T I

   . 
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Момент інерції відносно точки підвісу згідно теореми Штейнера: 
2
2
12
ml
I mx  ,  
де x – шукана відстань.  
Тоді 
1/ 2
2 2 2
2
12
12
12
mgx gx
ml l x
mx

 
   
 

. 
 
Дослідивши функцію  x  на екстремум, знайдемо відстань від 
точки підвісу до центру мас стрижня, за якої частота коливань буде 
максимальною: 
2 2
2 2 3
3 ( 12 )
0
( 12 )
g l xd
dx x l x
 
 

, 
2 212 0l x  , 
1
0,29
12 2 3
l
x     м. 
 
 
Задача 11  
 
Як зміниться період вертикальних коливань тягарця, що висить 
на двох однакових пружинах, якщо від послідовного з’єднання пружин 
перейти до паралельного їх з’єднання? 
 
Розв’язання 
 
Сила пружності пружини за законом Гука F kx . Якщо до 
пружини підвісити тягарець масою m, то в положенні рівноваги 
mg kx , 
звідси подовження пружини         
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mg
x
k
 . 
Якщо дві пружини з’єднати послідовно (рис. 3.12, а), то їх 
подовження будуть однаковими, а їх загальне подовження   
k
mg
xx
2
22  . 
З іншого боку,      
1
2
k
mg
x  . 
Звідси, прирівнюючи праві частини обох 
рівнянь, одержимо: 
1
2mg mg
k k
  
1
2
k
k  . 
При паралельному з’єднанні двох 
пружин (рис. 3.12, б) загальна жорсткість 
системи  
kk 22  . 
Таким чином, періоди коливань при послідовному та 
паралельному з’єднанні пружин дорівнюють, відповідно: 
1
1
2
m
T
k
   та 2
2
2
m
T
k
 , 
а їх відношення    
1 2
2 1
4 2
T k
T k
   . 
Таким чином, період коливань тягарця, що підвішений на 
послідовно з’єднаних пружинах, вдвічі більший за період у разі коливань 
тягарця на паралельних пружинах. 
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Задача 12 
 
Амплітуда згасаючих коливань математичного маятника 
протягом часу t1 = 1 хвилина зменшилась вдвічі. У скільки разів 
зменшиться амплітуда за час t2 = 3 хвилини? 
 
Розв’язання 
 
Для згасаючих коливань початкова амплітуда 0A  та амплітуда tA  
через час t зв’язані відношенням  
0
t
tA A e
 . 
Тоді     
1
1
0 0
0
t
t
A A
A A e

 

1te

 = 2, 
 
   
1 ln 2t  . 
 
Звідки     
1
ln 2
t
  . 
Для другого випадку: 
 
2
2
0 0
00
t
t
A A
A A e

 

2
2 1
0,693 3ln 2
1
t
t t
e e e


  = 8 , 
 
тобто протягом 3 хвилин амплітуда згасаючих коливань маятника 
зменшиться в 8 разів. 
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Задача 13 
 
Амплітуда коливань математичного маятника завдовжки 1 м за 
час 10 хвилин зменшилася вдвічі. Визначити коефіцієнт згасання , 
логарифмічний декремент згасання коливань  та кількість коливань N, 
що здійснюється за цей час. Записати рівняння коливань за умов, що в 
початковий момент маятник був виведений  з положення рівноваги на 
5 см та відпущений.  
 
Розв’язання 
 
Згідно умов задачі амплітуда згасаючих коливань зменшилася 
вдвічі за час t = 10 хвилин = 600 с. Тоді відношення амплітуд (початкової 
0 5A  см та амплітуди tA  через час t)  
0 0
0
2t
t
t
A A
e
A A e


   , 
звідки   
ln2t  , 
3ln 2 0,693 10
600t
     с–1. 
 
Для знаходження логарифмічного декременту згасання коливань 
нам треба знати період згасаючих коливань T. Формули (3.12) та (3.11) 
дозволяють знайти період 0T  та частоту 0  власних незгасаючих коливань 
математичного маятника: 
0
1
2 2T
g
   с, 
0
2 2
2T
 
     рад/с. 
Частота згасаючих коливань (3.28)  
2 2 2 6
0 010 .    
      
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Оскільки частота згасаючих коливань практично дорівнює частоті 
незгасаючих коливань, то замість періоду T згасаючих коливань ми 
візьмемо для розрахунків період власних коливань 
0 2T  с.  
Логарифмічний декремент згасання  
32 10T     . 
Кількість коливань N, що зробив маятник за час t, знайдемо із того, 
що t NT  (рис. 3.5), а ln2t NT   , отже: 
3
ln 2 0,693
346,6
2 10
N
T 
  

. 
Вибір гармонічної функції для написання рівняння коливань 
зробимо на підставі того, що в початковий момент зміщення точки від 
положення рівноваги дорівнює амплітуді, а цій умові задовольняє функція 
косинус при початковій фазі рівній 0.  
 
Тоді рівняння згасаючих коливань має вигляд  
2 0,0015 10 costx e t    , м. 
 
Задача 14 
 
Математичний маятник завдовжки 24,7 см виконує згасаючі 
коливання. Через який час енергія коливань маятника зменшиться у 9,4 
рази, якщо логарифмічний декремент загасання 1)  = 0,01; 2)  =1. 
Розв’язання 
 
1) Перший випадок відповідає так званому слабкому згасанню 
коливань, коли можна вважати, що частота згасаючих коливань 
2 2
0 0      , та, відповідно  
0
2 2
2 .
l
T
g
 

 
    
Повна енергія тіла, що коливається (3.10), залежить від квадрату 
амплітуди: 
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2 2
0
пов
2
m A
W

 . 
Це означає, що для згасаючих коливань можна записати: 
2 22 2
2 20
пов 0
2 2
t tm Am AW e W e 
       . 
Таким чином, енергія тіла зменшується з часом згідно з експоненціальним 
законом 
2~ te  . 
Якщо енергія зменшилась у 9,4 рази, то 
20 0
2
0
9,4t
t
t
W W
e
W W e


   . 
Час, за який це трапиться, знайдемо логарифмуванням цього виразу: 
2 ln9,4t   
Звідки 
ln 9,4
2
t

 . 
Коефіцієнт згасання  визначимо із логарифмічного декременту згасання 
2
,
l
T
g
      ,  
звідки 
0,01 9,8
0,01
2 2 0,247
g
l


 
   с-1. 
Тоді 
ln9,4 2,24
112
2 2 0,01
t

  

 с. 
2) У другому випадку (при  = 1) згасання коливань дуже велике, 
тоді  
2 2
0
2 2
T
   
 
  
 
  

. 
Піднесемо у квадрат: 
 34 
 2 2 2 2 20 4      . 
Звідки 
0
2 2 2 2 2
1 9,8
1
0,2474 4 4 1
g
l
 

    
    
  
 с-1. 
 
Тоді час, за який енергій зменшиться в 9,4 рази, становитиме 
ln9,4 2,24
1,12
2 2 1
t

  

 с. 
 
Задача 15 
 
До пружини, що висить вертикально, підвішують тягарець. При 
цьому пружина подовжується на x0 = 9,8 см. Відтягуючи цей тягарець 
донизу та відпускаючи його, змушують тягарець виконувати коливання. 
Чому дорівнює коефіцієнт згасання, якщо: 
1)  тягарець повертається в положення рівноваги аперіодично,  
2) логарифмічний декремент згасання дорівнює  = 6. 
 
Розв’язання 
  
1) Визначимо власну частоту коливань 0  пружинного маятника, 
що розглядається в задачі.  
В положенні рівноваги сила тяжіння тягарця врівноважується 
пружною силою: 
0mg kx , звідки  
0
mg
k
x
 . Отже 
-1
0 2
0 0
9,8
10 с .
9,8 10
k mg g
m mx x


    

 
Циклічна частота згасаючих коливань 
2 2
0    . 
Коли 0  , 0  та коливання припиняються. Отже, тягарець 
аперіодично повертатиметься до положення рівноваги, якщо 
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-1
0 10 с .    
2) У другому випадку задачі розглядаються сильно згасаючі 
коливання.  
Умовний період згасаючих коливань  
2 2
0
2
T

 


 
Таким чином, логарифмічний декремент згасання  
2 2
0
2
T

  
 
 

 
Піднесемо одержане рівняння до квадрату та знайдемо :  
2 2 2 2 2 2
0
0
2 2
4 ,
.
4
     


 
 


 
Підставивши числові значення, визначимо коефіцієнт згасання: 
1
2 2
6 10
6,9 с .
4 6


 

 
 
Задача 16 
 
Пружинний маятник, жорсткість пружини якого k = 10 Н/м, а 
маса тягарця m = 100 г, здійснює вимушені коливання у в’язкому 
середовищі з коефіцієнтом опору r = 0,02 кг/с. Визначити коефіцієнт 
згасання  та резонансну амплітуду Арез, якщо амплітудне значення сили, 
що вимушує коливання, 0F  = 10 мН. 
 
Розв’язання 
  
Коефіцієнт згасання   
22 10
0,1
2 2 0,1
r
m


  

 с–1. 
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Власна частота 
0
10
10
0,1
k
m
    с–1. 
Тоді резонансна амплітуда 
3
0
рез
2 2
0
10 10
0,05
2 0,1 0,1 100 0,012
F m
A
  

  
   
 м. 
 
 
Задача 17 
 
Маленьку кульку підвісили на нитці завдовжки  l = 1 м до стелі 
вагона. За якої швидкості вагона кулька особливо сильно коливатиметься 
під дією ударів коліс об стики рейок? Довжина рейки s = 12,5 м. 
 
Розв’язання 
 
Кулька виконує вимушені коливання з частотою n, що дорівнює 
частоті ударів коліс об стики рейок: 
v
n
s
 . 
Якщо розміри кульки значно менші за довжину нитки, то кульку 
можна вважати математичним маятником, період коливань якого 
0 2
l
T
g
 . Тоді частота власних коливань  
0
0
1 1
2
g
n
T l
  . 
Амплітуда вимушених незгасаючих коливань максимальна у 
випадку резонансу, коли частота сили n, що вимушує тіло коливатися, 
наближується до частоти власних коливань 0n : 
0n n   
або  
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1
2
v g
s l
 , 
звідки    
2
s g
v
l
 , 
Підстановка числових значень дає значення шуканої швидкості: 
12,5 9,8
6,2
2 1
v

   м/с.  
  
Задача 18 
 
Поперечна хвиля розповсюджується вздовж пружного шнура зі 
швидкістю 15 м/с. Період коливань точок шнура дорівнює 1,2 с,  
амплітуда  – 2 м. Визначити фазу коливань, зміщення, швидкість та 
прискорення  точки, що відстоїть на  45 м від джерела коливань в момент 
часу t = 4 с. Початкова фаза дорівнює нулю. 
 
Розв’язання 
 
Довжина хвилі  
15 1,2 18vT      м. 
Зміщення точки визначимо з рівняння плоскої біжучої хвилі:  
2 2
( , ) cos ,x t A t x
T
 


 
  
 
 
2 2
(45,4) 2cos( 4 45) 1
1,2 18
 
       м. 
Фаза коливань (аргумент косинуса) у рівнянні плоскої біжучої хвилі 
05 3 300 5,23     рад. 
Для знаходження швидкості точки продиференціюємо ( , )x t  за 
часом на підставимо дані задачі: 
2 2 2 2 5
sin( ) 2 sin 9,07
1,2 3
A t x
t T T
     



         

  м/с. 
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Диференціювання швидкості за часом дозволяє знайти 
прискорення точки: 
222
2
2
2 2 2 2 5
cos 2 cos 27,4м/с .
1,2 3
A t x
t T T
     


     
              
      

 
 
Задача 19 
 
Знайти довжину хвилі та різницю фаз коливань двох точок, що 
відстоять на  10 та 16 м від джерела коливань. Період коливань 0,04 с та 
швидкість розповсюдження коливань 300 м/с. 
 
Розв’язання 
  
Запишемо рівняння коливань точок в плоскій хвилі з 
координатами x1 = 10 м  та x2 = 16 м  в момент часу t:     
   1 1 1, cosx t A t kx   , 
   
2 2 2
, cosx t A t kx   . 
Знайдемо різницю фаз коливань цих точок:      
     1 2 1 2 2 1t kx t kx k x x             , 
де хвильове число  
2 2
k
vT
 

  . 
Тоді різниця фаз  
 2 1
2 2
(16 10)
300 0,04
x x
vT
 
      

. 
Отже, коливання, що розглядаються, знаходяться в протифазі одне 
до одного. 
Довжина хвилі  
300 0,04 12vT      м. 
 
 
 39 
Задача 20 
 
Повз залізничної платформи проходить електропотяг. 
Спостерігач, що стоїть на платформі, чує звук сирени потягу. Коли 
потяг наближається, позірна частота звука 1  = 1100 Гц; коли 
віддаляється, позірна частота 2  = 900 Гц. Знайти швидкість потягу та 
частоту звука сирени 
0 . Швидкість звука v = 332 м/с. 
 
Розв’язання 
  
Зміна позірної частоти звука, що зв’язана з відносним рухом 
джерела звука та його приймача, пояснюється ефектом Доплера. У 
відповідності з формулою (3.47) позначимо швидкість спостерігача 
(приймача сигналу) npv , а оскільки він не рухається, то npv = 0. Швидкість 
потягу, що є джерелом сигналу, джv , а швидкість звуку в повітрі 
v = 332 м/с. Тоді позірні частоти звуку при наближенні потягу 1  та при 
його віддаленні 2  становитимуть: 
пр
1 0 0
дж дж
v v v
v v v v
  

 
 
, 
пр
2 0 0
дж дж
v v v
v v v v
  

 
 
. 
З цих формул можна виразити швидкість потягу, який є джерелом 
звуку: 
1 2
дж
1 2
200
332 33,2
2000
v v
 
 

   

 м/с, 
та частоту сигналу: 
дж
0 1
(332 33,2)
1100 990
332
v v
v
 
 
    Гц. 
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Задача 21 
 
Знайти положення вузлів і пучностей та побудувати графік 
стоячої хвилі для двох випадків:  
1) відбиття хвилі відбувається від менш щільного середовища;   
2) відбиття хвилі відбувається від більш щільного середовища. 
Довжина біжучої хвилі 12 см. 
 
Розв’язання 
 
При накладанні двох зустрічних плоских хвиль з однаковими 
амплітудами виникає коливальний процес, який носить назву стоячої 
хвилі. Стоячі хвилі виникають при складанні біжучої хвилі та хвилі, 
відбитої від перешкоди.  
1) При відбитті хвилі від менш щільного середовища фаза хвилі 
 1 ,x t , що падає, та хвилі  2 ,x t , що відбивається, в місці відбиття 
збігаються.  
Запишемо рівняння двох плоских хвиль, що розповсюджуються 
вздовж осі x  в протилежних напрямках:  
   1 , cosx t A t kx     та     2 , cosx t A t kx    
За принципом суперпозиції коливання часток середовища є сумою 
коливань: 
1 2 ( ( ) cos( ))A cos t kx t kx           
Перетворимо суму косинусів та отримаємо рівняння стоячої хвилі: 
2 cosAcoskx t   . 
Амплітуда коливань точок в стоячій хвилі залежить від їх координат: 
2
( ) 2 2A x Acoskx Acos x


  . 
Визначимо положення пучностей та вузлів (рис. 3.13). 
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1. 
Пучності:  амплітуда максимальна та дорівнює ( ) 2A x A , при цьому  
2
cos 1x


  . Координати цих точок задовольняють умові: 2
x
n 

  , 
( 0,1, 2, 3, ...)n  . 
Координати пучностей:  
пучн
2
x n

           ( 0,1, 2, 3, ...)n  . 
Тоді пучн
3
0, , , ,
2 2
x
 
  …або пучx   = 0, 6 см, 12 см, 18 см, … 
2. Вузли: Амплітуда коливань дорівнює нулю ( ) 0A x  , при 
цьому 
2
cos 0x


 . Координати цих точок задовольняють умові: 
1
2 ( )
2
x
n 

   ,  ( 0,1, 2, 3, ...)n   
Координати вузлів:                        
вуз
1
( ) , ( 0,1, 2, 3,...)
2 2
x n n

    . 
Тоді  вуз
3 5
, , ,...
4 4 4
x

   або вузx  = 3 см, 9 см, 15 см, … 
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2) При відбитті хвилі від більш щільного середовища (рис. 3.14) 
фаза хвилі  2 ,x t , що відбивається, змінюється на протилежну, тобто на 
. В цьому випадку рівняння хвилі  1 ,x t , що падає, та хвилі  2 ,x t , 
що відбивається мають вигляд: 
 
   1 , cosx t A t kx   ,      
     2 , cos cosx t A t kx A t kx         . 
 
 
 
Рівняння стоячої хвилі одержимо із принципу суперпозиції: 
1 2 ( ( ) cos( ))A cos t kx t kx          . 
Перетворивши різницю косинусів, остаточно одержимо 
2 sin( ) sin 2 sin sinA kx t A kx t        . 
Амплітуда коливань точок середи в стоячій хвилі залежить від 
координати:   
2
( ) 2 sin 2 sinA x A kx A x


  . 
Знайдемо координати вузлів та пучностей в цьому випадку. 
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1. Пучності: амплітуда максимальна та дорівнює ( ) 2A x A , при 
цьому 
2
sin
x

 =1. Координати цих точок задовольняють умові: 
1
2 ( )
2
x
n 

   ,        ( 0,1, 2, 3, ...)n   
Координати пучностей:    
пучн
1
( )
2 2
x n

          ( 0,1, 2, 3, ...)n  . 
пучн
3 5
, , ,...
4 4 4
x
  
  або пучнx  = 3 см, 9 см, 16 см, … 
 
2. Вузли: Амплітуда дорівнює нулю: ( ) 0A x  , при цьому 
2
sin 0
x

 , 2
x
n 

  ,        ( 0,1, 2, 3, ...)n  . 
Координати вузлів:   
вуз ,
2
x n

                 ( 0,1, 2, 3, ...)n  . 
вуз
3
0, , , ,...
2 2
x

   або вузx  = 0, 6см, 12 см, … 
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